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 لخص  الم
 

(𝐅𝟑)تطبيق بين فضاءات ريمان ذوات التركيب  2F-نعرّف في هذا البحث التطبيق      = ونذكر  𝟎

ومن ثمّ نجد العلاقات الأساسية  A𝑛تطبيق متوازٍ بين فضاءات ريمان  2F-بالشروط اللازمة والكافية لوجود 

 تطبيق بين فضاءات ريمان. 2F-في نظرية 

 تطبيق. 2F-التي يتواجد بينها  A𝑛ونورد مثالاً على فضاءات ريمان     
 

(𝐅𝟑)فضاء ريمان ذي التركيب  مفتاحية:الكلمات ال =  ، حقل متجهي متلاقي.𝟎
  

 هدف البحث

تطبيق بين فضاءات ريمان ذوات التركيب  -2Fإيجاد العلاقات الأساسية في نظرية  -0 3F 0. 

 تطبيق. -2Fمثال على فضاءات ريمان التي يتواجد بينها  عرض -8

 

 المقدمة
 [ التطبيقددات والتطبيقددات الهولومورفيددة بددين فضدداءات ريمددان وفضدداءات 18-1] درس العديددد مددن العلمدداء

 ريمان الخاصة .

  فضاءات ريمان  د.عصام ديبانو  محسن شيحةدرس الأستاذ الدكتورnA التركيب ذوات  3F 0 ،

تركيب التنسور المتري إيجاد  وتم ijg  .[ 19  ]في هذه الفضاءات 

 وأوجدددنا الشددروط اللازمددة  عبددد الناصددر حيدددر[     21-20]   الفضدداء تبالتفضدديل لهددذه  نادراسددت ندداتابع

 تطبيق. -2Fة الثابتة في وأوجدنا العناصر الهندسيّ  nAتطبيق بين فضاءات ريمان  -2Fوالكافية لوجود 

  2-لإيجاد العلاقات الأساسية في نظرية نتابع في هذا البحث دراستناF  تطبيدق بدين فضداءات ريمدان ذوات

التركيب  3F 0. 

 :تعاريف أساسية
 (1) تعريف : 

، فضدداءً ذي التركيددب   ijgالتنسددور المتددري ذي  nAفضدداء ريمددان  نسددمي     
3

F 0 ًإذا وُجِددد فيددس تنسددورا ،

h)تركيب  فيني( من النوع 

i

1
F

1

 
 
 

 ؛ يحقق الشروط الآتية 

 

 (1) 
a)   0 

  h

i
F F F   

b)   0 

  
i j j i

F g F g  
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c)   , 0 

       h h h h

i j j i i j ij
F F F F  

d)     3 , 1  h

i
Rang F m n m  

hحيث 

ij
 .nAكريستوفل من النوع الثاني للفضاء رموز  

 
 (2) تعريف   

نسمّي النظام الإحداثي    1,....,n n
x x x  نظاماً إحداثياً مدبراً في الفضاء ،n

A إذا كان التركيب ، h

i
F 

 يأخذ في هذا النظام الشكل الآتي 

(2)  
0 0 0

0 0

0 0

 
 

  
 
 

h

i m

m

F E

E
 

m حيث
E  المصفوفة الواحدية من المرتبةm . 

 

 (3) تعريف   

نسمي المنحني  : h h
x x t  في الفضاءn

A  ذي التركيب 
3

0F          ،2F -  منحن متوازٍ إذا بقدي

موازياً لنفسس بالانسحاب في النطاق المكون من المتجس  
h

h dx

dt
,وقرينيس    

       h h h h
F F F

. 

 أي إذا تحقق الشرط  

 

(3)      1 2 3

 




          

h
h h h h

t t t
dt

 

3حيث  2 1, ,   دوال ما في t . 

 

 (4) تعريف   

لدددديكن لدددددينا الفضدددداءان 
1 2 1 2

, , , , ,
   

  
  

h h h h

n ij i i n ij i i
A g F F A g F F  ًحيددددث إن  

2 1

, h h h h

i i i i
F F F F F ،

:نسمي التماثل التفاضلي  n nf A A   ،2F-  2تطبيق متوازٍ ، إذا صوّر التطبيق أيF-  منحنٍ متدوازٍ مدن

n
A  2بـF-  منحنٍ متوازٍ فيnA. 

  تينالآتي تينصحة المبرهن تم اثبات [20]في العمل 

 (1) مبرهنة   

تطبيددق متددوازٍ مددن الفضدداء  -2Fالشددرط الددلازم والكددافي لوجددود     
1 2

, , ,
 

 
 

h h h

n ij ij i iA g F F  إلددى الفضدداء

1 2

, , ,
 

 
 

h h h

n ij ij i i
A g F F  هو أن تتحقق العلاقات الآتية في أيّ نظام إحداثي مشترك   1,...., n

x x x  
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(4) 

1 2

) ) ( )((
)

)

      



h h h h h

ij ij j i i jii

h h

i i

a F F

b F BF

 

 

 ( 2مبرهنة:) 

تطبيدددددددق متدددددددوازٍ بدددددددين فضدددددددا ي ريمدددددددان الخاصدددددددين  -2Fالشدددددددرط الدددددددلازم والكدددددددافي كدددددددي يوجدددددددد 

   , , , , , h h h h

n ij i ij n ij i ij
A g F A g F  هو أن تتحقق فيn

A  العلاقات 

(5) 

1 2

) ), ) (((
) 2

) 0

    

 

j k j kij k ij j k iik i

ij ji

a g g g F F

b F F

 

 

 :المناقشة والعمل
تطبيددق بددين فضددا ي ريمددان  -2Fس يوجددد لنفددرض أندّد     

1 1 1 1

, , , , ,
   
   
   

ij ijij ij ij ijA g F F A g F F  ٍق تتحقدّد عند ددذ

 وتتحققّ العلاقات الآتية  5))العلاقة

 
1 1 2 2

0 , 0   ij ji ij jiF F F F    

   وبفرض أنّ 

 
 exp 2 (6)  

ij ij
g g  

 

  فإن  

 (7) 

a)    , 0 , deg 0   
ij ji iji j i j

g g g g g   

b)   0 
i ji j

g g  

c)   0
i j

g  

e) 


  i i

j j
g g  

 kبأخذ المشتق موافق التغير بالنسبة للدليل 
 
 
 x

k
 نجد   )5(واستناداً إلى العلاقة  7)-(e للعلاقة 

(8) 
/
    

  

ij k jk ik i jki j

i jj ik jk ik

g g g g

g g g
 

   بفرض أن  

  
1

ij

ijg g  

ة من أجل التنسور ق العلاقات الآتيّ تتحقّ  ومن ثمً  
ij

g  
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 (9)  

) , ) 0

) 0 , ) det 0

) 



  

  

 

ij ji ij ij

i j i j ij

i i

j j

a g g b g g

c g g d g

e g g

 

   نجد (e-9)في العلاقة  kبأخذ المشتق موافق التغير بالنسبة للدليل 

  / /
0   

  i j i j

k k
g g g g g g  

 أي إن  

 / /

 

  ij i j

k k
g g g g  

بالتعويض عن 
/ kg  نجد أنّ  )5(من  

/

1 1 2 2

.  

         

 
        

 

ij i j

k k k k k k kg g g F F F F g g 

  الآتي تكتب الأخيرة على النحو

 (10) 
1 2

( ) ( ) ( )

,     ij i j i j i j

k k kg F F  

  إنّ  حيث


   i i
g 

 بفرض 

 (11) , 

     
ij i j i i

a g g g g  

  نجد أنّ  (10)عند ذٍ استناداً إلى 

(12) 
/

1 2

)) ( )((
   j kij k j k i j kii

a g F F  

  الآتية ق العلاقاتيحقّ  ijaالتنسور  نجد أنّ  )9(و  )7(للعلاقات  مشابهةٍ  بصورةٍ 

 (13) 

 

) , ) 0

) 0 , ) 0

) det 0

  

   



ij ji i j i j

i ji j i j i j

ij

a a a b a a

c a a d a a

d a

 

 تكون محققة أيضاً.(13) والعلاقات (12)العلاقة فإنّ ،  (a,5)إذا تحققت العلاقة  أنسّ،أي 

 العكس:لنثبت  -

,س من أجل لنفرض أنّ  i ija  حيث   )10(و  )9(العلاقتين كل من ، عند ذٍ تتحقق )13(و  )12(تتحقق العلاقات 

;  

    ij i j i i
g a g g g 

التنسور  وباعتبار أنّ 
ij

g  ّ7( ق الخواصّ يحق( ،  فإنّ التنسور المعاكس لسijg  ّيحقق الخواص )6(. 

 حيث  )8(نحصل على  )10(واستناداً إلى  )e,7(وبأخذ المشتق الموافق التغير للعلاقة 


  i ig 

hبفرض 

ij  رموز كريستوفل من النوع الثاني لفضاء ريمانnV  وijg  ٍتنسوره المتري. عند ذ 

 / /

1 1
2

2 2

   

          
i i i i

g g g g g 
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 فيليا   -اتوإلى علاقة فوس )e,7(و  )8(واستناداً إلى 

1
ln

2

 

    
i i

g

g
 

   إنّ  حيث

   det , det 
ij ij

g g g g 

  فإنّ 
 

     
i ii

 

 من الأخيرة نجد أنّ 
i

 ن   أمتجس تدرج ، أي  


 

 ii x
 

بفرض  exp 2 
ij ij

g g  ّ5(يتم التحقق من صحة العلاقة  )8(س استناداً إلى فإن(. 

nتنسور متري للفضاء  ijg أنّ  واضح  
A  ذي التركيب 

3

0h

iF. 

  مما سبق نكون قد أثبتنا صحة المبرهنة الآتية -

 ( 3مبرهنة) 

nتطبيددق مددن الفضدداء  -2Fالشددرط الددلازم والكددافي كددي يوجددد      
A  إلددى الفضدداءnA   يوجددد فددي هددذا  هددو أن

 يحقق الشروط  ijaالفضاء تنسور متناظر غير معدوم 

(14) 

/

1 2

)) ) (((
)

) 0

) 0

     

 

 

j kij k j k j k iii

i j i j

i ji j

a a g F F

b a a

c a a

 

حيث 
i  .متجس ما 

0غير مبتذل إذا كان  -2Fيسمى التطبيق  
i . 

 هو من الشكل  (14)و  (5)إنّ حل المعادلات 

 

 

exp 2

exp 2



 



 

 

    

ij i j

i i

a g g g

g g
 

0، بشرط  )14(يحقق العلاقات  ijaالآن، من أجل أي تنسور  
i  فإن التنسور 

 

1

2
 

ij ijij
a a cg 

ً ثابت cحيث   . (13)و  (14)حقق العلاقات يما، سوف  ا

بواسطة التنسور  )14(بتقليص العلاقة 
ij

g  نصل إلى أن
i

 متجس تدرج ، حيث إنّ   

  
ii

 

   وأنّ 

(15) 
1

6



  a g  
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  الآتية عند ذٍ تتحقق العلاقة

(16) 
/ /

  
i j j i

 

   من الأخيرة نجد أنّ 

(17) 
/

0 
i j

 

 

فضاءات ريمدان ذوات التركيدب  المبرهنة الآتية أن  سنبينّ في  3 0F  التدي تدلول إلدى حقدول متجهدة

 تطبيق غير مبتذل.  2F-متلاقية يتواجد بينها 

 

 (4مبرهنة) 

فضدداءات ريمددان ذوات التركيددب  3 0F  2التددي تددلول إلددى حقددول متجهددة متلاقيددة يتواجددد بينهدداF- 

 تطبيق.

 الإثبات: -

nس يوجد في الفضاء بفرض أنً      
A  ٍحقل متجهات متلاق

i   يحقق الشرط 

/
 i j ijg 

 [  فإنس بفرض  19  [عند ذٍ استناداً إلى 

    
ij ij i j

a g 

ثابتاً ما. و  حيث  det 0
ij

a . 

فددإنّ الفضدداء  )3(اسددتناداً إلددى المبرهنددة  مددن ث ددم  ، و )14(يحقدّدق العلاقددات  ijaنجددد أنّ التنسددور       n
A  هددو

 تطبيق غير مبتذل. 2F-منطلق لـ 

 

 تمّ إثبات المبرهنة.
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Abstract 
 

In this paper, we have define 2F- mapping between Riemannian spaces which have  the 

structure (𝐅𝟑) = 𝟎, remembering the necessary and sufficient conditions for the existence of 2F-

mapping between Riemannian spaces 𝐀𝒏  and finding the Essential relations in the theory of 2F- 

mapping between Riemannian spaces which have structure (𝐅𝟑) = 𝟎. 

 An example of Riemannian spaces, in to which 2F-mapping exist between them, is given. 
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