
 عبد الناصر أمين حيدر..................................تطبيقات بين  فضاءات ريمان  -2Fالعناصر الهندسية الثابتة في نظرية 

 267          2017 أغسطس –العدد الثاني  –المجلد الحادي والعشرون  –مجلة جامعة عدن للعلوم الطبيعية والتطبيقية 

 

  -𝐀𝐧 ريمان اتفضاء تطبيقات بين -2Fالعناصر الهندسية الثابتة في نظرية 
𝟑(𝐅)  التركيبات ذو = 𝟎 

 عبد الناصر أمين حيدر
 سوريا -جامعة البعث ،العلوم  الرياضيات، كليةقسم 

DOI: https://doi.org/10.47372/uajnas.2017.n2.a06 

 

 لخص الم
 

3(F)التركيب  وفضاء ريمان ذ ،ف في هذا البحثعر   ن      =  2F-لوجود والكافية نذك ر بالشروط اللازمة ثم   .0

:f ق تطبي An → A̅n بين فضائي ريمانA̅n , An  ذوي التركيب(F)3 = 0 . 

, A̅nريمان  ندسية الموجودة ذاتها في فضائاتثم نجد العناصر اله An 2-ا مالمتواجد بينهF .ٍتطبيق متواز 
 

3(F)فضاء ريمان ذو التركيب   :يةكلمات المفتاحال = 0  ,2F-  ٍتطبيق متواز. 

 

 مقدمة 
 [ٍ  17-1]  ريمان وشبه ريمان والعديد من التطبيقات بينها  فضاءاتتم دراسة     

) :التركيب ذوات −nAتمَّ دراسة فضاءات ريمان و     )
3

F 0=   [19  ٍ] 

nالعلاقة بين رموز كريستوفل وتنسوري ريمان للفضائين  أوجدتوقد       nA ,A  2المتواجد بينهمااF-  تطبياق

)تم  تحديد العناصر الهندساية الثابتاة باين فضااءات ريماان المحققاة للشارط  و[. 20متوازٍ] )
3

F 1=   والمتواجاد

 .[18تطبيق متواز] 2F-بينها 

 تطبيق متوازٍ. 2F-إيجاد العناصر الهندسية الثابتة في فضاءات ريمان المتواجد بينها نحاول في هذا البحث      

 

 :ف البحثده
nيهدف البحث إلى إيجاد العناصر الهندسية الموجودة في فضائي ريمان       nA ,A  2المتواجد بينهماF- 

 تطبيق متوازٍ.

 

 :المناقشة والعمل

 : (1)تعريف  •

) :التركيااب افضاااءذ ذ،  nAفضاااء ريمااان  نساامي     )
3

F اا=0 ج  ،  ijgد فيااه إلااى جانااب التنسااور المتااري ، إذا و 

)تنسوراذ  )h

iF x:؛ يحقق الخواص الآتية 

 (1) 

a)   0 

  =h

iF F F   

b)   0 

 + =i j j iF g F g  

c)   , 0 

 =  +  −  =h h h h

i j j i i j ijF F F F  

d)   ( ) , 3= h

iRang F m m  

h حيث    

ij
 كريستوفل من النوع الثاني:مركبات  

https://doi.org/10.47372/uajnas.2017.n2.a06


 عبد الناصر أمين حيدر..................................تطبيقات بين  فضاءات ريمان  -2Fالعناصر الهندسية الثابتة في نظرية 

 268          2017 أغسطس –العدد الثاني  –المجلد الحادي والعشرون  –مجلة جامعة عدن للعلوم الطبيعية والتطبيقية 


 =



h
h i

j i j

F
F

x
 

 العمليات التنسورية الآتية: nAفي الفضاء ف نعر       

(2) 

••• •••

••• •••

••• •••

••• •••

) ,

)









=

=

ii

i i

a T F T

b T F T
 

 : إنذ  حيث    
•••

•••T   .تنسوراذ ما 

 وتحقق الخواص الآتية:     

(3) 

( ) ( )

••• •••

••• •••

••• ••• ••• •••

••• ••• ••• •••

••• ••• ••• •••

••• ••• ••• •••, ,, ,

) 0,

)

) ,

 

 

= =

=

= =

i

i

i i

j ji ij j

a T T

b T T

c T T T T

 

 (، على النحو: 2استناداذ إلى ) ،(b,1كتب العلاقة )ت      

(4) 0+ =
i j i j

g g  

 من الأخيرة نجد:     

(5) 0+ =i j i j
g g  

)حيث      )ij
g x  عناصر المصفوفة العكسية للمصفوفة( )ijg x . 

 ، نجد:  i( بالدليل 5( ، )4باقتران العلاقة )    

(6) 
0

0

+ =

+ =

i ji j

i j i j

g g

g g
 

 مرة ثالثة، نجد:  i( بالدليل 6باقتران العلاقة ) ،وأخيراذ     

(7) 

0

0

+ =

+ =

i ji j

i j i j

g g

g g
 

=0 :وباعتبار أنذ ، ( 7من )    =i j

i j
g g   فإن ،: 

(8) 0= =i j

i j
g g  

, :باعتبار ،الآن     0h

i jF ,   :، فإن   = , 0h h

i jk i kjF F− مان أجال تنساور ماا  ،واساتناداذ إلاى مطابقاة ريتشاي،  =

من الشكل 
1

1

 
 
 

 نجد:

(9) 0h h

i jk ijkF R F R
 

 − =  

hحيث     

ijkR .تنسور ريمان كريستوفل 

 على النحو: ،(2استناداذ إلى ) ،(9كتب العلاقة )ت      

(10) 0h h

ijki jk
R R− =  

ij استناداذ إلى خواص التنسور المتري ،(10)في  h ض الدليليخفتوب    
g، :نجد 

0   

   
− = − = + = + =h h ijk ijk ijki jk hijk hijk hijkh h hijk

g R g R R g R R g R R R 
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 أي أن 

(11) 0
h ijk h i jk

R R+ =  

 نجد: ،(11مرتين متتاليتين في ) h ران الدليلتوباق    

0+ =
h i jkh ijk

R R 

 نجد:  ،ومنه    

(12) 0=
h i jk

R  

hk ( بـ11بضرب العلاقة )    
g ،:نجد 

(13) 0ij i j
g R R



  + =  

 حيث   
ij ijR R



= .تنسور ريتشي 
     

 واساتناداذ إلاى الخاصاة ،أي المبادلة بين دليلين من أدلته السافلية (13وبتطبيق عملية التناظر التنسوري على )    

(3,b)  نجد:، (5)و 

(14) 0
i j i j

R R+ =  

 نجد: (،a,1، واستناداذ إلى )i( مرتين متتاليتين للدليل 14ران العلاقة )توباق     

0+ =
i ji j

R R 

=0 :اعتبار أن  بو    
i j

R( ،استناداذ إلى (,a3 ، )):نجد أن 

(15) 0=
i j

R  

, :باعتبار أن   ،الآن     0h

i jF , :البنية ، فإن =

h

i jF واستناداذ إلى ،للمكاملة ةقابل (1,a)،  حداثيإيوجد نظام:  

( ) ( ),....., ; 3n
x x x n m= = 

 :تأخذ الشكلبحيث مركبات التنسور      

(16) 

2

2

2 2 2

2

0 0 0

0 0

0 0

+ +

+ + +

+ +

+ + +

+ +

 
 

=  
 
 

 
 

=  
 −
 

a a a

b b m b m

h a m a m a m

i b b m b m

a m a m a m

b b m b m

m

m

F F F

F F F F

F F F

E

E

 

 . mرتبةمالذي  صفريةهي المصفوفة ال 0، و  m هي المصفوفة الواحدية التي رتبتها mE :حيث     

 : )2( تعريف •

)نسمي المنحني      ): =h h
x x t  فاي الفضااء

nA  ذي التركياب( )
3

0=F          ،2F -  مانحن متاوازٍ إذا

ذ لنفسه بالانسحاب في النطاق المكون من المتجه  بقي موازيا =
h

h dx

dt
 ه:، وقريني   

 = h h h
F         َو

  = h h h
F F 
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 أي إذا تحقق الشرط:    

(17) ( ) ( ) ( )1 2 3

 




+   =   +  + 

h
h h h h

t t t
dt

 

حيث 
3 2 1, ,   الوسيط دوال ما في  t . 

 : )3( تعريف •

لاايكن لاادينا الفضاااءان     
1 2 1 2

, , , , ,
   

  
  

h h h h

n ij i i n ij i i
A g F F A g F F  :حيااث إن

2 1

,

= =h h h h

i i i iF F F F F ،

:نسمي التماثل التفاضلي  ⎯⎯→
n n

f A A   ،2F-  ر أي منحنٍ متوازٍ مان  -2Fتطبيق متوازٍ ، إذا صو 
nA باـ -

2F  منحنٍ متوازٍ فيn
A. 

تطبياق  2F-من المبرهنتين الآتيتين اللتين تحددان الشروط اللازمة والكافية لوجاود [ صحة كلذ   21أثبتنا في ]  

 متوازٍ. 

 : (1) مبرهنة •

تطبياااق متاااوازٍ مااان الفضااااء  -2Fالشااارط الااالازم والكاااافي لوجاااود    
1 2

, , ,
 

 
 

h h h

n ij ij i i
A g F F  إلاااى الفضااااء

1 2

, , ,
 

 
 

h h h

n ij ij i i
A g F F  هو أن تتحقق العلاقات الآتية في أي  نظام إحداثي مشترك( ) ( )1,....,= n

x x x: 

(18) 

1 2

) ) ( )((
)

)

 =  +  + +

=

h h h h h

ij ij j j i jii

h h

i i

a F F

b F BF

 

 ثابت ما. Bمتجه تدرج ،  iحيث 

 :(2مبرهنة ) •

تطبياااااااااق متاااااااااوازٍ باااااااااين فضاااااااااائي ريماااااااااان  2F-الشااااااااارط الااااااااالازم والكاااااااااافي كاااااااااي يوجاااااااااد      

( ) ( ), , , , , h h h h

n ij i ij n ij i ijA g F A g F  هو أن تتحقق في
nA :العلاقات 

(19) 

1 2

) ), ) (((
) 2

) 0

=  + + +

+ =

j k j kij k ij j k iik i

ij ji

a g g g F F

b F F

 

h,[ العلاقااة بااين تنسااوري ريمااان   20وجاادنا فااي ] و     h

ijk ijkR R  للفضااائين,
n n

A A  علااى الترتيااب، المتواجااد

 تطبيق متوازٍ هي الآتية: 2F-بينهما 

(20) 

( ) ( )

1 2

[ ] ] [ ][

1 2

[ ]

= +  + + +

+  +  − +  −

h h h h h

ijk ijk j k k i j ki ji

h h h

i i kj jk ikj jkk j

R R F F

F F
 

ij,والعلاقة بين تنسوري ريتشي      ijR R  :هي الآتية 

(21) ( )3= + − ij ij i j
R R n  

ij,تنسوري ريتشي  أنذ  الأخيرةنلاحظ من  ijR R العلاقات يحققان : 

(22) = = =
i j i j i j i j

R R R R  
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 حيث:  

(23) 
 

  = = = = − = −i j i j j ii j j i i j
F F  

 الآن، لنجد العناصر الهندسية الثابتة. 

 :في طرفيها ، نجد أنذ  j( وبأخذ المرافق المزدوج للدليل 18بالعودة إلى العلاقة )

(24) 
0

2

( ) = +h h h

i ji j i j
F  

حيث: 
0

 =i i
 . 

 : ( ، نجد أن  18في العلاقة ) j , hوبتقليص الدليلين 

(25) ( )
0

3 

  = + + i i in  

 : ينتج من الأخيرة أن  

(26) ( )
0

1 1
ln

3 3

 

  =  − = 
+ +

i i i i

g

n n g
 

)حيث  )det=
ij

g g  و( )det=
ij

g g  التنسور المتري في الفضائين,
n n

A A  .على الترتيب 

 ( أن  26تعني العلاقة )
0


i  :متجه تدرج ، أي تتحقق المساواة 

(27) 
0 0

 = 
ij ji  

بالتعويض عن 
0


i ( نجد: 24( في )26من ) 

(28) 
1

=h h

ij ijT T  

 حيث: 

(30) 
2

( )

1

3



=  − 
+

h h h

ij i ji j
T F

n
 

 : ( نلاحظ أن  21الآن، بالعودة إلى )

(31) 
3

−
 =

−

ij ij

i j

R R

n
 

استنادا الى( 20في العلاقة ) kبأخذ المرافق المزدوج للدليل 
2 h

i
i

h F  والى أن =

1 2

0
h h

i i
i j

F F = =  نجد:  =

  

(32) 
2 2

= + −h h h h

k jij k ij k i j i k
R R F F  

 : أي إن  

 
2 2

3 3

 −  −
= + −    − −  

ij ijh h h hik ik
k jij k ij k

R R R R
R R F F

n n
 

 

 : من هنا نجد أن  

(33) 
2 2

=
h h

ijk ijk
T T  
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 حيث:

(34) 
( )

2 2

2

1

3

 
= − + 

−  

h h h h

ij k ik jij kijk
T R R F R F

n
 

 ( نجد: 20في العلاقة ) i الآن، بأخذ المرافق المزدوج للدليل

(35) 
2 2

= + −h h h h

k ji jk i jk i j ik
R R F F  

 ( نجد: 32( من )35بطرح العلاقة )

(36) 
3 3

=
h h

ijk ijk
T T  

 حيث: 

(37) 
3

= −
h h h

i jk ij kijk
T R R  

عن تعويض الب
i j

 ( نجد: 35( في )31من ) 

(38) 
4 4

=
h h

ijk ijk
T T  

 حيث: 

(39) 
( )

2 2

4

1

3

 
= − − 

−  

h h h h

ij k ik ji jkijk
T R R F R F

n
 

الآن، بالتعويض عن 
i j

 ( نجد:20( في )31من ) 

(40) 

( ) ( )

1 1 2 2

5 5

1 2

= + − + − +

+  − +  −

h h h h h h

ijk ijk k j i j k i k ji j i k

h h

i kj jk ikj jk

T T F F F F

F F

 

 حيث: 

(41) ( )
5

1

3
= −  −

−

h h h h

ijk ijk k ij j ik
T R R R

n
 

ذ:  3n وباعتبار أن    نوجد المتجهات المستقلة خطيا

( )
1 2 3

, , ; 1,2,...,   =i i i i n 

ذ:   وكذلك المتجهات المستقلة خطيا

( )
1 2 3

, , ; 1,2,...,   =
i i i

i n 

ذ:                          وكذلك المستقلة خطيا
1 2 3

, ,  
i i i

 

عندئذٍ يوجد المتجه 


  :بحيث تتحقق الشروط ، 

1 2 3

1
  

  
 =  =  = 

( بـ 40)نضرب 

 h (2)استنادا الى  نجد : 

(42) 
( ) ( )

5 5

 

 
     

 

 =  +  −  +  − 

+  −  +  − 

ijk ijk ij ikkij ik j k j

kj jkkj jk i i

T T
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( بـ 42بضرب )
k

 نجد:  

(43) 
( ) ( )

* * ***5 5

* ***

 

 
    

 

 =  +  −  + + 

+  −  +  − 

ij ij ij iij i j j

j jj ij i

T T

 

 ( وطرح العلاقتين الناتجتين: 43في ) 2و  1بـ  بتعويض 

 

(44) 
( ) ( )

* * **5 54 4 4 4

* * ***
4 4 4

 

  =  +  − 

+  +  −  +  − 

ij ij ij i j

i j jj ijj i

T T

 

باعتبار أن 
*4

0   بالاختصار الأخيرة على
*

4
  :نجد 

(45) 
( ) ( )

* * *
5 55 5 5

* * ***
5 5 5

 

 

  

  

 =  + + 

+  +  −  +  − 

ij ij ij i j

i j jj ijj i

T T

 

4حيث: 

5
*4 


= 



i

i
4و 

5
*

4 


= 



i

i
4و 

5
*

4 


= 



i

i
 . 

 وطرحهما نجد:  7و  6بـ  ( عن 45بالتعويض في )

(46) 
( ) ( )

* * **
5 58 8 8 8

* ***
8

 

 



 =  +  + 

+  −  +  − 

ij ij ii j j

j jj ij i

T T

 

وبما أن: 
*

0 
j
0يوجد   i  بحيث

*
1


  =. 

 نجد:  i( بـ 46بضرب )

(46)' 
( ) ( )

* * ** *5 58 8 8

* * **
8 8

 

  =  + +  +

+  −  +  − 

io io ii

o o oio i

T T
 

 الأخيرة تكتب على النحو: 

(47) 
( ) ( )

* * ** *5 5

* * **

 

 
  

 

 =  + +  +

+  −  +  − 

io io ii

o o oio i

T T
 

 ( وطرح العلاقتين نجد: 9( ومرة أخرى بـ )8بـ ) ( عن 47بالتعويض في )

(48) 
( ) ( )

* * * *5 510 10 10

* * **
10 10

 

  =  +  +

+  −  +  − 

io io i

o o oio i

T T

 

بالاختصار على 
*

10
0   :أي بالتقسيم لطرفي العلاقة الأخيرة( نجد( 

(49) 
( ) ( )

* * *
5 5

* * **

 

 
 

 

 =  + +

+  −  +  − 

io io i

o o oio i

T T

 

 وبالطرح نجد:  11ومرة أخرى بـ  10بـ  بالتعويض في الأخيرة عن 
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(50) ( ) ( )* * * * **5 512 12 12 10

 

  =  +  −  +  − io io o o oio i
T T  

وباعتبار أن 
12

0 
i

0يوجد   i  بحيث
12

1  =i

i
 . 

 نجد:  iبضرب الأخيرة بـ 

(51) ( ) ( )* * ** * *5 5
• •

•

  

 
  
 =   +  − +  − o o oo o o

T T  

 وطرحهما نجد:  14و  13( بـ 51في ) وبالتعويض عن 

(52) ( )* * * *
5 515 15 15

   

    •
  =   +  − o o o oT T  

وباعتبار أن: 
15

0
•

   :وبتقسيم الأخيرة عليه نجد 

(53) ( ) ( )* * * * 6 6
5 515 15

  

    − =   −  = −o o o oT T T T  

 حيث:

 ( )6 *
515

 

 =   oT T  

 ( نجد: 51( في )53)بتعويض 

(54) * * 7 7 − = −
o o

T T  

 حيث: 

( )7 *
512

 

 =   oT T 

 ( نجد: 49( في )53( و )54نعوض )

(54) * * *
8 8

 = −i i iT T  

 حيث: 

(55) * * 6
8 5 5




 

=  −  − i io i i
T T T T  

 ( نجد: 46)'( في 53( ، )54)( ، 55نعوض )

(56) * ** 9 9
 = −i ii

T T  

 حيث: 

 * * 7
9 5 8 78 8






=  − −  − i io i i i
T T T T T  

 نجد:  (45( في )53( ، )54)( ، 55( ، )56)نعوض 

(57) 
10 10

 = −ij ijij
T T  

 حيث: 

 
( ) ( )

( )

* * * *
10 5 9 8 9 9

* *
8 8




  



=  −  −  + −  +

+ − 

ij ijk i i j jj ij

j j i

T T T T T T

T T

 

 نجد:  (43( في )53( ، )54( ، )55( ، )56( ، )57)نعوض 

(58)  = −ij ij ijT T  

 حيث: 

 
( ) ( )

* * **5 10 9 8

* * * *
9 9 8 8




   

 

=  −  −  − 

+ −  + − 

ij ij ij i ii j

j j j ji i

T T T T T

T T T T
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 نجد:  (40( في )58)نعوض 

(59) =h h

ijk ijkT T  

 حيث: 

(60) 
( )

( ) ( )

][

2 1 2

[ ]

1

3
= −  −  − +

−

+ + − + −

h h h h h

ijk ijk k ij j ik ki j

h h h

i j k i ij ji ikj jk

T R R R P F
n

P F P P F P P F

 

     

 صحة المبرهنة الآتية: مما سبق نصل إلى     

 : (3) مبرهنة •

 تطبيق متوازٍ بين فضاءات ريمان هي الموضحة في العلاقات:  2F-إن  العناصر الهندسية الثابتة في 

(60, )(39( ، )37( ، )33( ، )30)  ، 
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Geometrical invariant element's in theory 2F- mapping 

between Riemannian spaces 𝐀𝐧  which have tensors (𝐅)𝟑 = 𝟎 
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Abstract 
 

    In this paper we define Riemannian space that’s exist in its tensor (F)3 = 0, and remain the 

necessary and sufficient conditions in order to be exist 2F  - mapping, between Riemannian spaces 

A̅n , Anwhich have tensors (F)3 = 0 later fined Geometrical invariant element's in 2F mapping 

between Riemannian spaces A̅n , Anwith have tensors (F)3 = 0. 
 

Key words: Riemannian space of tensor, (F)3 = 0 , 2F  - mapping 
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